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Permutacoes com repeticao

Conteudo:
_ Introducio
:> Permutacao com repeticao

_> Numero de permutacdes com repeticao
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Permutacoes com repeticao: Introducao

Exemplo 1:

Comprei S lapiseiras, 2 brancas, 1 azul, 1 preta e 1 verde, para dar
de presente a meus amigos Jodo, Rita, Luiza, Gabriel e Felipe. De
quantas maneiras diferentes posso distribui-las?
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Permutacoes com repeticao: Introducao

Exemplo 1:

Comprei S lapiseiras, 2 brancas, 1 azul, 1 preta e 1 verde, para dar
de presente a meus amigos Jodo, Rita, Luiza, Gabriel e Felipe. De
quantas maneiras diferentes posso distribui-las?

= Ilustracao:

uma possibilidade

Joio Rita Luiza Gabriel _Felipe_
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Permutacoes com repeticao: Introducao

Exemplo 1:

Comprei S lapiseiras, 2 brancas, 1 azul, 1 preta e 1 verde, para dar
de presente a meus amigos Jodo, Rita, Luiza, Gabriel e Felipe. De
quantas maneiras diferentes posso distribui-las?

= Ilustracao:
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uma possibilidade - — - - _
Joao Rita Luiza Gabriel Felipe

Raquel de Souza Francisco Bravo Fundamentos Matematicos para Computacio



Permutacoes com repeticao: Introducao

Exemplo 1:

Comprei S lapiseiras, 2 brancas, 1 azul, 1 preta e 1 verde, para dar
de presente a meus amigos Jodo, Rita, Luiza, Gabriel e Felipe. De
quantas maneiras diferentes posso distribui-las?

= Ilustracao:

<J I | I I | B ]

uma possibilidade - — - - _
Joao Rita Luiza Gabriel Felipe

= (Observacoes:

* A troca de lapiseiras entre Jodo e Luiza modifica a

distribuicio.
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Permutacoes com repeticao: Introducao

Exemplo 1:

Comprei S lapiseiras, 2 brancas, 1 azul, 1 preta e 1 verde, para dar
de presente a meus amigos Jodo, Rita, Luiza, Gabriel e Felipe. De
quantas maneiras diferentes posso distribui-las?

= Ilustracao:

<] I 1 < I | e

uma possibilidade - — - - _
Joao Rita Luiza Gabriel Felipe

= (Observacoes:
* A troca de lapiseiras entre Jodo e Luiza modifica a
distribuicio.
* A troca de lapiseiras entre Jodo e Rita ndo modifica a
distribuicio.
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 1 (continuacao):
Resolucao:

Raciocinio (baseado em permutacoes simples)
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 1 (continuacao):
Resolucao:

Raciocinio (baseado em permutacoes simples)

Etapa 1: Calculamos o nimero de distribuicoes

considerando que marcamos cada lapiseira
branca para diferencia-las.
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 1 (continuacao):
Resolucao:

Raciocinio (baseado em permutacoes simples)

Etapa 1: Calculamos o nimero de distribuicoes

considerando que marcamos cada lapiseira
branca para diferencia-las.

= [lustracao:

Joao Rita Luiza Gabriel Felipe
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 1 (continuacao):
Resolucao:

Raciocinio (baseado em permutacoes simples)

Etapa 1: Calculamos o nimero de distribuicoes

considerando que marcamos cada lapiseira
branca para diferencia-las.

= [lustracao:

Joao Rita Luiza Gabriel Felipe
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 1 (continuacao):
Resolucao:

Raciocinio (baseado em permutacoes simples)

Etapa 1: Calculamos o nimero de distribuicoes

considerando que marcamos cada lapiseira
branca para diferencia-las.

= [lustracao:

Joao Rita Luiza Gabriel Felipe

<TI0 <" THN_1  <}Jmms <31
<IN < T8 <7 e

Raquel de Souza Francisco Bravo Fundamentos Matematicos para Computacio



Permutacoes com repeticao

Exemplo 1 (continuacao):

Resolucao:

Raciocinio (baseado em permutacoes simples)

Etapa 1: Calculamos o nimero de distribuicoes
considerando que marcamos cada lapiseira
branca para diferencia-las.

= [lustracao:

Joao Rita Luiza Gabriel Felipe

< T3 <}
<TI0 0 <]7m—.

D S —
<

Numero de distribuicoes marcadas: P, = 5!
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 1 (continuacao):

Atencgao, estamos considerando distribui¢des iguais como sendo diferentes!
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 1 (continuacao):

Atencgao, estamos considerando distribui¢des iguais como sendo diferentes!

= [lustracao:
Joao Rita Luiza  Gabriel Felipe
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 1 (continuacao):

Atencgao, estamos considerando distribui¢des iguais como sendo diferentes!

= [lustracao:
Joao Rita Luiza  Gabriel Felipe
<R <TENC ] <IN <M I

<L 0 <L N0 <IN <N mmmm———
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 1 (continuacao):

Atencgao, estamos considerando distribui¢des iguais como sendo diferentes!

= [lustracao:
Joao Rita Luiza  Gabriel Felipe
<R <TENC ] <IN <M I

1 distribuicao
<L HR_ 0 <L I 0 <IN < s
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 1 (continuacao):

Atencgao, estamos considerando distribui¢des iguais como sendo diferentes!

= [lustracao:
Joao Rita Luiza  Gabriel Felipe
S — R —w— RS RS RS o
1 distribuicao
<L HR_ 0 <L I 0 <IN < s

Etapa 2: Reduzimos as distribuicoes repetidas
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 1 (continuacao):

Atencgao, estamos considerando distribui¢des iguais como sendo diferentes!

= [lustracao:
Joao Rita Luiza  Gabriel Felipe
S — R —w— RS RS RS o
1 distribuicao
<L HR_ 0 <L I 0 <IN < s

Etapa 2: Reduzimos as distribuicoes repetidas

correspondem

P,=2 » 1 distribuicao
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 1 (continuacao):

Atencgao, estamos considerando distribui¢des iguais como sendo diferentes!

= [lustracao:
Joao Rita Luiza Gabriel Felipe
S = T —— S RS R o
1 distribuicao
<L HR_ 0 <L I 0 <IN < s

Etapa 2: Reduzimos as distribuicoes repetidas

correspondem

Py=2 » 1 distribuicao

correspondem = ! . . ® o
(etapa 1) P- sl P = O total de distribuicoes
5 ¢
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 1 (continuacao):

Atencgao, estamos considerando distribui¢des iguais como sendo diferentes!

= [lustracao:
Joao Rita Luiza Gabriel Felipe
S = T —— S RS R o
1 distribuicao
<L HN 0 <1l IS0 <IN <N e

Etapa 2: Reduzimos as distribuicoes repetidas

correspondem

P,=2 » 1 distribuicéao
spondem = ! o . ® o
(etapa 1) P, b s Ps _ 5! total de distribuicoes

Resposta: Posso distribuir as lapiseiras para meus

~

amigos de -2 = 60 modos diferentes.

‘
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2:

Quantos numeros distintos de 6 algarismos podem ser
formados usando-se o digito 1 trés vezes, o digito 3 duas
vezes e o digito Y uma vez?
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2:

Quantos numeros distintos de 6 algarismos podem ser
formados usando-se o digito 1 trés vezes, o digito 3 duas
vezes e o digito Y uma vez?

= [lustracao:

133191 é uma possibilidade
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2:

Quantos numeros distintos de 6 algarismos podem ser
formados usando-se o digito 1 trés vezes, o digito 3 duas
vezes e o digito Y uma vez?

= [lustracao:
133191 é uma possibilidade
Resolucao:

Raciocinio 1 (baseado em permutacoes simples)
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2:

Quantos numeros distintos de 6 algarismos podem ser
formados usando-se o digito 1 trés vezes, o digito 3 duas
vezes e o digito Y uma vez?

= [lustracao:
133191 é uma possibilidade
Resolucao:

Raciocinio 1 (baseado em permutacoes simples)

Raciocinio 2 (baseado em combinacoes simples)
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao):

Raciocinio 1 (baseado em permutacoes simples)
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao):

Raciocinio 1 (baseado em permutacoes simples)

Etapa 1: Consideramos como sendo diferentes os
numeros repetidos (os marcamos).
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao):

Raciocinio 1 (baseado em permutacoes simples)

Etapa 1: Consideramos como sendo diferentes os
numeros repetidos (os marcamos).
Calculamos o numero total de ordenamentos
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao):

Raciocinio 1 (baseado em permutacoes simples)

Etapa 1: Consideramos como sendo diferentes os
numeros repetidos (os marcamos).
Calculamos o numero total de ordenamentos

— [lustracao:
ustracao 1338191
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao):

Raciocinio 1 (baseado em permutacoes simples)

Etapa 1: Consideramos como sendo diferentes os
numeros repetidos (os marcamos).
Calculamos o numero total de ordenamentos

— [lustracao:
ustracao 1338191

173191
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao):

Raciocinio 1 (baseado em permutacoes simples)

Etapa 1: Consideramos como sendo diferentes os
numeros repetidos (os marcamos).
Calculamos o numero total de ordenamentos

= Il acao:
ustracao 193191

173191

Numero de ordenamentos diferentes de algarismos
marcados: P, = 6!
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao):
Raciocinio 1 (baseado em permutacoes simples)

Etapa 1: Consideramos como sendo diferentes os
numeros repetidos (os marcamos).
Calculamos o numero total de ordenamentos

= 1l acao:
ustracao 193191

133191
Numero de ordenamentos diferentes de algarismos
marcados: P, = 6!

Atencao.

estamos considerando numeros iguais como sendo diferentes!
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 1):

Etapa 2: Reduzimos os casos iguais considerados
como diferentes na etapa 1.
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 1):

Etapa 2: Reduzimos os casos iguais considerados
como diferentes na etapa 1.

= Jlustracao: 123191
1:3191
173191
113191
173191
13191
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 1):

Etapa 2: Reduzimos os casos iguais considerados
como diferentes na etapa 1.

= [lustracao: 1:31

131
131
131
131
131

!
I
1<
:
!
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 1):

Etapa 2: Reduzimos os casos iguais considerados
como diferentes na etapa 1.

= [lustracao: 1:31

131
131
131
131
131

!
I
1<
:
!
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 1):

Etapa 2: Reduzimos os casos iguais considerados
como diferentes na etapa 1.

= [lustracao: 1

et e e e e

31
31
31
31
31
31

1
1 3191— 1331
1<

1

1

1

Sao 1guais a

191 p .
133191_
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 1):

Etapa 2: Reduzimos os casos iguais considerados
como diferentes na etapa 1.

= [lustracao: 1

et e e e e

31
31
31
31
31
31

1
1
1
1
1
1
/

v

P,

3191 131

Sao 1guais a

191 p .
133191_
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 1):

Etapa 2: Reduzimos os casos iguais considerados
como diferentes na etapa 1.

= Jlustracao: 123191

113191 ‘ ‘
1131 1< 133191 133191 Sao iguais a
) 13191 > :
133191 133191 |
1:3191 J
1:3191
\ v / \ v /
P, P,
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 1):

Etapa 2: Reduzimos os casos iguais considerados
como diferentes na etapa 1.

= [lustracao: 1

3191
13101 . ‘
1131 1< 133 : : 133191 Sao iguais a

13 p .

133191 133191
1:3191 J '
1:3191

v / \ v / \ v J

P, P, P,
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 1):

Etapa 2: Reduzimos os casos iguais considerados
como diferentes na etapa 1.

= Jlustracao: 123191

1:3191 ) .

a0 < 193191198191 g oo
, 139191 > ‘

133191 133191

113191 J

13191

\ / X\ / X \ /
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 1):

Etapa 2: Reduzimos os casos iguais considerados
como diferentes na etapa 1.

= Jlustracao: 123191

113191 ‘ ’
' 221 l< 1:3191 133191 Sio iguais
‘ 137191 > ‘
113191 133191
1:3191 J
13191
\ v / X\ v / X\ v /
P.M. P.M.
P3 P2 Pl
P, xP,xP; permutacdes simples um"\'"md@» 1 nimero
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 1):

Etapa 2: Reduzimos os casos iguais considerados
como diferentes na etapa 1.

= Jlustracao: 123191

113191 ‘ ’
' 221 l<l 3191 113191 Sio iguais
) 137191 > :
133191 133191
113191 ) ‘
13191
\ v / X\ v / X\ v /
P.M. P.M.
P, P, P,
P, xP,xP; permutacdes simples um"\'"md@» 1 nimero
correspondem pﬁ 6!
(etapa 1) P, permutagdes simples ->

P,xP,xP, 3121
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 1):

Etapa 2: Reduzimos os casos iguais considerados
como diferentes na etapa 1.

= Jlustracao: 123191

113191 ‘ ’
' 221 l<l 3191 113191 Sio iguais
) 137191 > :
133191 133191
113191 ) ‘
13191
\ v / X\ v / X\ v /
P.M. P.M.
P, P, P,
P, xP,xP; permutacdes simples um"\'"md@» 1 nimero
correspondem pﬁ 6!
(etapa 1) P, permutagdes simples ->

P,xP,xP, 3121

Total de niimeros distintos
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao):

Raciocinio 2 (baseado em combinacoes simples)
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao):
Raciocinio 2 (baseado em combinacoes simples)

= Observacao: dois numeros sao diferentes quando

as posicoes dos algarismos diferentes estdo trocados
(131139 é diferente de 311139 ).
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao):

= Observacao: dois numeros sao diferentes quando
as posicoes dos algarismos diferentes estdo trocados
(131139 é diferente de 311139 ).

Reformulacao do problema:

De quantas maneiras diferentes podemos colocar
trés 1, dois 3 e um 9Y em 6 posicoes?

Raquel de Souza Francisco Bravo Fundamentos Matematicos para Computacio



Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 2):

Etapa 1: Consideramos somente as possiveis posicoes
dos trés 1. Calculamos todos os modos de

colocar os trés 1 em 6 posicoes.
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 2):

Etapa 1: Consideramos somente as possiveis posicoes
dos trés 1. Calculamos todos os modos de

colocar os trés 1 em 6 posicoes.

= [lustracao:
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 2):

Etapa 1: Consideramos somente as possiveis posicoes
dos trés 1. Calculamos todos os modos de

colocar os trés 1 em 6 posicoes.

= [lustracao:
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 2):

Etapa 1: Consideramos somente as possiveis posicoes
dos trés 1. Calculamos todos 0os modos de

colocar os trés 1 em 6 posicoes.

= [lustracao:

N,: nimero de modos de colocar trés 1 em 6 posicoes
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 2):

Etapa 1: Consideramos somente as possiveis posicoes
dos trés 1. Calculamos todos 0os modos de

colocar os trés 1 em 6 posicoes.

= [lustracao:

N,: nimero de modos de colocar trés 1 em 6 posicoes
N, = C(6, 3)
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 2):

Etapa 2:  Fixada uma posicao para os trés 1,
consideramos as possiveis posicoes dos

dois 3 nos lugares restantes.
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 2):

Etapa 2: Fixada uma posicao para os trés 1,
consideramos as possiveis posicoes dos

dois 3 nos lugares restantes.

= [lustracao: 1 3 1 1 3 9
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 2):

Etapa 2: Fixada uma posicio para os trés 1,
consideramos as possiveis posicoes dos

dois 3 nos lugares restantes.

= [lustracao: 1 3 1 1 3 9
1 3 1 1 9 3
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 2):

Etapa 2: Fixada uma posicio para os trés 1,
consideramos as possiveis posicoes dos

dois 3 nos lugares restantes.

= [lustracao: 1 3 1 1 3 9

N,: nimero de modos de colocar os dois 3 em 3 lugares
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 2):

Etapa 2: Fixada uma posicio para os trés 1,
consideramos as possiveis posicoes dos

dois 3 nos lugares restantes.

= [lustracao: 1 3 1 1 3 9

N,: nimero de modos de colocar os dois 3 em 3 lugares
N, = C(3, 2)
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 2):

Etapa 2: Fixada uma posicio para os trés 1,
consideramos as possiveis posicoes dos

dois 3 nos lugares restantes.

= [lustracao: 1 3 1 1 3 9

N,: nimero de modos de colocar os dois 3 em 3 lugares

N, = C(3, 2)

Etapa 3: Fixada uma posicdo para os trés 1 e os dois 3
consideramos as possiveis posicoes para o 9.
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 2):

Etapa 2: Fixada uma posicio para os trés 1,
consideramos as possiveis posicoes dos

dois 3 nos lugares restantes.

= [lustracao: 1 3 1 1 3 9

N,: nimero de modos de colocar os dois 3 em 3 lugares

N, = C(3, 2)

Etapa 3: Fixada uma posicdo para os trés 1 e os dois 3
consideramos as possiveis posicoes para o 9.

N,: nimero de modos de colocar 0 9 em 1 lugar = C(1, 1)
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 2):

—) Resumindo
Ktapa 1
] 1 1

Pr P2 P2 Ps Ps Ps

N W, /

N, = C(6, 3)
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 2):

';> Resumindo
Ktapa 1 Ktapa 2
1 3 11 3
] 1 1 _./
Pir P2 P2 Ps Ps Pe \
o \V/ - ~ W /
N, = C(6, 3) N, = C(3, 2)

Raquel de Souza Francisco Bravo Fundamentos Matematicos para Computacio



Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 2):

—) Resumindo
Ktapa 1 Etapa 2 Etapa 3
1 3 11 3 » 1 3 1 13 9
] 1 1 _.(/
P1 P2 P2 Ps Ps Pe \
\ v / \ v / \ v /
N, = C(6, 3) N, = C(3, 2) N,=0C(1,1)
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 2):

—) Resumindo
Ktapa l Ktapa 2 Etapa 3
1311 3 + 1311309
1 1 1 Z
P p: Pz Ps Ps Ps \
N \/ / A N v, d X N v, /
N, = C(6, 3) P.M N,=0@3,2 PM N,=C(1, 1)
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 2):

—) Resumindo
Ktapa 1l Ktapa 2 Etapa 3
1 311 3 . 1 3 1 13 9
1 11 ./
Pir P2 P2 Ps Ps Ps \
\ > ;s X \ > AN > /
N, = C(6, 3) P.M N,=C@3,2 PM N,=C(1, 1)

Resposta: O niamero total de possibilidades sao
N, x N, x N;
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 2):

—) Resumindo
Ktapa 1l Ktapa 2 Etapa 3
1 3 1 1 3 «+ 1 3 1 1 3 9
1 1 1 4
Pi P2 Pa Ps Ps Ps \
N v, / X N \/ s X N W, s/
N, = C(6, 3) P.M N,=C@3,2 PM N,=C(1, 1)

Resposta: O nimero total de possibilidades sao

N, xN,xN,= _6 3 1 __ 6
3131 2011 110! 312 1!
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 2):

—) Resumindo
Ktapa 1l Ktapa 2 Etapa 3
1 3 1 1 3 «+ 1 3 1 1 3 9
1 1 1 4
Pi P2 Pa Ps Ps Ps \
N v, / X N \/ s X N W, s/
N, = C(6, 3) P.M N,=C@3,2 PM N,=C(1, 1)

Resposta: O nimero total de possibilidades sao
N xN,xN,= 6 _3 1 __ 8 P,

3'3 211! 110! 32! 1! P.P,P
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 2 (continuacao raciocinio 2):

—) Resumindo
Ktapa 1l Ktapa 2 Etapa 3
1 3 1 1 3 «+ 1 3 1 1 3 9
1 1 1 4
Pi P2 Pa Ps Ps Ps \
N v, / X N \/ s X N W, s/
N, = C(6, 3) P.M N,=C@3,2 PM N,=C(1, 1)

Resposta: O nimero total de possibilidades sao
N xN,xN,= 6 _3 1 __ 8 P,

) ) 3131 211! 110! 3201 PP
_> Observacao:
3+2+1=6
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Permutacoes com repeticao

;> Caracteristicas:

= s elementos considerados niio sio necessariamente
diferentes.
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Permutacoes com repeticao

;> Caracteristicas:

= s elementos considerados niio sio necessariamente
diferentes.

= (s elementos iguais sio indistinguiveis
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Permutacoes com repeticao

;> Caracteristicas:
= (s elementos considerados nio sao necessariamente
diferentes.
= Os elementos iguais sao indistinguiveis

= (Cada troca de posicao (de ordem) dos elementos
distinguiveis corresponde a uma possibilidade
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Permutacoes com repeticao

) Caracteristicas:
= (s elementos considerados nio sao necessariamente
diferentes.
= (s elementos iguais sao indistinguiveis

= (Cada troca de posicao (de ordem) dos elementos
distinguiveis corresponde a uma possibilidade

= Na obtencao do nimero de possibilidades aplica-se
os principios aditivo e multiplicativo.
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Permutacoes com repeticao

) Caracteristicas:
= (s elementos considerados nio sao necessariamente
diferentes.
= (s elementos iguais sao indistinguiveis

= (Cada troca de posicao (de ordem) dos elementos
distinguiveis corresponde a uma possibilidade

= Na obtencao do nimero de possibilidades aplica-se
os principios aditivo e multiplicativo.
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Permutacoes com repeticao

) Caracteristicas:

— (s elementos considerados nio sio necessariamente

diferentes.

= (s elementos iguais sao indistinguiveis

= (Cada troca de posicao (de ordem) dos elementos
distinguiveis corresponde a uma possibilidade

(ndo sao consideradas as permutacoes dos elementos iguais).

= Na obtencao do nimero de possibilidades aplica-se
os principios aditivo e multiplicativo.
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Permutacoes com repeticao

Permutacao com repeticao:

) Definicao
Entre n objetos dados tem-se n, elementos iguais a a,,
n, elementos iguais a a,, ... , n, elementos iguais a a_,
sendo a,, a,, ..., a, diferentes e n=n, +n, + ... + n,.
Uma permutacio com repeticiao destes n objetos é uma

ordenacao desses elementos onde nao sao consideradas
as permutacoes entre os elementos iguais.
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Permutacoes com repeticao

Permutacao com repeticao:

) Definicao
Entre n objetos dados tem-se n, elementos iguais a a,,
n, elementos iguais a a,, ... , n, elementos iguais a a_,
sendo a,, a,, ..., a, diferentes e n=n, +n, + ... + n,.
Uma permutacio com repeticio destes n objetos é uma

ordenacao desses elementos onde nao sao consideradas
as permutacoes entre os elementos iguais.

_>Ilustraqéo
Exemplo2: a,=1,n=3, a,=3, n,=2, a,=9, n,=1 (r=3)
n=n;+N,+n; = 3+2+1 = 6,
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Permutacoes com repeticao

Permutacao com repeticao:

) Definicao
Entre n objetos dados tem-se n, elementos iguais a a,,
n, elementos iguais a a,, ... , n, elementos iguais a a_,
sendo a,, a,, ..., a, diferentes e n=n, +n, + ... + n,.
Uma permutacio com repeticiao destes n objetos é uma
ordenacao desses elementos onde nao sao consideradas
as permutacoes entre os elementos iguais.

;> [lustracao

Exemplo2: a,=1,n=3, a,=3, n,=2, a,=9, n,=1 (r=3)

n=n;+N,+n; = 3+2+1 = 6,

permutacoes com repeticao diferentes: 131139 e 311139

Raquel de Souza Francisco Bravo Fundamentos Matematicos para Computacio



Permutacoes com repeticao

Numero de permutacoes com repeticao:

_) Problema
‘Dados n objetos tais que n, elementos sao iguais a a,,
n, elementos sao iguais a a, , ... , n, elementos sao
iguaisaa,en=n, +n,+ .. +n,

encontrar o numero de permutacoes com repeticao.
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Permutacoes com repeticao

Numero de permutacoes com repeticao:

:> Problema

Dados n objetos tais que n, elementos sido iguais a a,,
n, elementos sao iguais a a, , ..., n, elementos sao
iguaisaa.en=n, +n, + ... + n,

encontrar o nimero de permutacoes com repeticao.

\
:> Propriedade
O numero de permutacoes com repeticio de n elementos
sendo n, iguais a a,, n,iguais a a,, ..., n,iguais a a, e
NN, ..., N, n!

n=n,;+n,+..+n, édado porP

n =
n,!n,! ...n/!

r
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Permutacoes com repeticao

Numero de permutacoes com repeticao:

_> [lustracao
6!
3! 2! 1!

3,2 1
('.\('m})ln 2 Pﬁ =
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Permutacoes com repeticao

Numero de permutacoes com repeticao:

_> [lustracao
6!
3! 2! 1!

3.2. 1
('.\t'm[)ln 2 Pﬁ =

_> Outra notacao:
PR (n; n,, ..., n,)

Raquel de Souza Francisco Bravo Fundamentos Matematicos para Computacio



Permutacoes com repeticao

Numero de permutacoes com repeticao:

_> [lustracao
6!
3! 2! 1!

3,2 1
('.\'('mpl() 2 Pﬁ =

_.> Outra notacéao:
PR (n; n,, ..., n,)

;>Observagéoz sen=r e n=n,=- =n,=1

entéo P: ws o T — Pl. —— — P

n n
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 3:

Um time de futebol jogou 15 partidas em um campeonato. Venceu 7
jogos, perdeu 5 e empatou 3. De quantos modos isto pode ter acontecido?
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 3:

Um time de futebol jogou 15 partidas em um campeonato. Venceu 7
jogos, perdeu 5 e empatou 3. De quantos modos isto pode ter acontecido?

Resolucao: n=15, a, =jogo vencido, n, =7

N

a, = jogo perdido, n, =
a, = jogo empatado, ng; =3
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 3:

Um time de futebol jogou 15 partidas em um campeonato. Venceu 7
jogos, perdeu 5 e empatou 3. De quantos modos isto pode ter acontecido?

Resolucao: n=15, a, =jogo vencido, n, =7

O

a, = jogo perdido, n, =
a, = jogo empatado, ng; =3
N: total das possiveis sequéncias de jogos vencidos,
perdidos e empatados.
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 3:

Um time de futebol jogou 15 partidas em um campeonato. Venceu 7
jogos, perdeu 5 e empatou 3. De quantos modos isto pode ter acontecido?

Resolucao: n=15, a, =jogo vencido, n, =7

O

a, = jogo perdido, n, =
a, = jogo empatado, n, =3
N: total das possiveis sequéncias de jogos vencidos,

perdidos e empatados.
- '
N=P;"" = 7'155"3' = 360360
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 3:

Um time de futebol jogou 15 partidas em um campeonato. Venceu 7
jogos, perdeu 5 e empatou 3. De quantos modos isto pode ter acontecido?

Resolucao: n=15, a, =jogo vencido, n, =7

O

a, = jogo perdido, n, =
a, = jogo empatado, ng; =3
N: total das possiveis sequéncias de jogos vencidos,

perdidos e empatados.
- '
N=P;" = 7,155,‘3' = 360360

Resposta: O nimero de modos em que o time venceu,
perdeu e empatou é N = 360360
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 4:

Ana e Rosa moram em vértices opostos de um retangulo.
Ana precisa atravessar 3 avenidas e 4 ruas para chegar a
casa de Rosa. Quantos caminhos diferentes unem as
casas de Ana e de Rosa?
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 4:

Ana e Rosa moram em vértices opostos de um retangulo.
Ana precisa atravessar 3 avenidas e 4 ruas para chegar a
casa de Rosa. Quantos caminhos diferentes unem as
casas de Ana e de Rosa?

R, R, R, R,

Rosal

A,

- - - - ‘. A
)
<

- . - - ‘. A
3

Ana
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 4 (continuacao):
= Observacao:

Cada caminho, a partir da casa de Ana at¢ a de Rosa, pode ser
representado por uma sequéncia de 0 e de 1 com o seguinte significado:
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 4 (continuacao):
= Observacao:

Cada caminho, a partir da casa de Ana at¢ a de Rosa, pode ser
representado por uma sequéncia de 0 e de 1 com o seguinte significado:

0:atravessa l rua (R, R,, R, ouR))

Raquel de Souza Francisco Bravo Fundamentos Matematicos para Computacio



Permutacoes com repeticao

Exemplo 4 (continuacao):
= Observacao:

Cada caminho, a partir da casa de Ana at¢ a de Rosa, pode ser
representado por uma sequéncia de 0 e de 1 com o seguinte significado:

0:atravessa l rua (R, R,, R, ouR))

1:atravessa 1 avenida (A, A,ou A,)
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 4 (continuacao):
= Observacao:

Cada caminho, a partir da casa de Ana at¢ a de Rosa, pode ser
representado por uma sequéncia de 0 e de 1 com o seguinte significado:

0:atravessa l rua (R, R,, R, ouR))

1:atravessa 1 avenida (A, A,ou A,)

— [lustracao: R, R, R; R,
B
: “— 3 R 3 “ Al
0101001 | N
1100100 ‘ A,
L A j 4 + 4 A3
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 4 (continuacao):

Reformulacao do problema:

Quantas sequéncias diferentes podem ser formados com

quatro O e trés 17
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 4 (continuacao):

Reformulacao do problema:

Quantas sequéncias diferentes podem ser formados com

quatro O e trés 17
Resolucao:

Cada sequéncia corresponde a uma permutacdao com repetigao.
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 4 (continuacao):

Reformulacao do problema:
Quantas sequéncias diferentes podem ser formados com
quatro O e trés 17
Resolucao:
Cada sequéncia corresponde a uma permutacdao com repetigao.

n=4(a=0),n=3(@=1,n=7
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 4 (continuacao):
Reformulacao do problema:

Quantas sequéncias diferentes podem ser formados com
quatro O e trés 17

Resolucao:

Cada sequéncia corresponde a uma permutacdao com repetigao.

n=4(a=0,n=3(,=1),n=7

Resposta (problema reformulado):

4,3
O nimero de sequéncias diferentes é P; = 7! = 35

413!

Raquel de Souza Francisco Bravo
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 4 (continuacao):
Reformulacao do problema:

Quantas sequéncias diferentes podem ser formados com
quatro O e trés 17

Resolucao:

Cada sequéncia corresponde a uma permutacdao com repetigao.

n=4(a=0,n=3(,=1),n=7

Resposta (problema reformulado):

, o i A
O numero de sequéncias diferentes é P, = 7!

413!

35

Resposta do problema:

As casas de Ana e Rosa estao unidas por 35 caminhos diferentes.

Raquel de Souza Francisco Bravo
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 5:

Quantos sao os anagramas da palavra MAMBEMBE
que comecam com vogal?
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 5:

Quantos sdo os anagramas da palavra MAMBEMBE
que comecam com vogal?

Resolucao:
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 5:
Quantos sdo os anagramas da palavra MAMBEMBE
que comecam com vogal?
Resolucao:

A

h)
4

Pi P2 Ps Psa Ps Ps P71 Ps
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 5:
Quantos sdo os anagramas da palavra MAMBEMBE
que comecam com vogal?
Resolucao:

A } etapa 1

h)
4

Pi P2 Ps Psa Ps Ps P71 Ps
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 5:

Quantos sdo os anagramas da palavra MAMBEMBE
que comecam com vogal?

Resolucao:
A } etapa 1
) } etapa 2

Pi P2 Ps Psa Ps Ps P71 Ps
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 5:

Quantos sdo os anagramas da palavra MAMBEMBE
que comecam com vogal?

Resolucao:
A } etapa 1
E } etapa 2

Pi P2 Ps Psa Ps Ps P71 Ps

N: nimero de anagramas que comecam com vogal
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 5:

Quantos sdo os anagramas da palavra MAMBEMBE
que comecam com vogal?

Resolucao:
A } etapa 1
E } etapa 2
Pr P2 Ps Pa Ps Ps P71 Ps

N: numero de anagramas que comec¢am com vogal
N,: nimero de anagramas que comecam com A
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 5:

Quantos sdo os anagramas da palavra MAMBEMBE
que comecam com vogal?

Resolucao:
A } etapa 1
E } etapa 2

Pi P2 Ps Psa Ps Ps P7 Ps

N: nimero de anagramas que comecam com vogal
N,: nimero de anagramas que comecam com A
N,: nimero de anagramas que comecam com E
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 5:

Quantos sdo os anagramas da palavra MAMBEMBE
que comecam com vogal?

Resolucao:
A } etapa 1
E } etapa 2

Pi P2 Ps Psa Ps Ps P7 Ps

N: nimero de anagramas que comecam com vogal
N,: nimero de anagramas que comecam com A
N,: nimero de anagramas que comecam com E

N=N,+N,
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 5 (continuacao):

Ktapa 1: (MAMBEMBE)
A
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 5 (continuacao):

Ktapa 1: (MAMBEMBE)
A

\\.

F 4
4

7 letras: 3M. 2 B. 2
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 5 (continuacao):
Ktapa 1: (MAMBEMBE)

A N, = P? '
» % / 3! 2! 2!
7letras: 3M, 2B, 2 E

2.9 7!

-~ WL
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 5 (continuacao):
Ktapa 1: (MAMBEMBE)

A N, = P} '
» % / 3! 2! 2!
7letras: 3M, 2B, 2 E
Ktapa 2:

E

2.9 7!

-~ WL
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 5 (continuacao):
Ktapa 1: (MAMBEMBE)
2,2 7!

A N,=P}*?= —C
N v / 3! 2! 2!
7letras: 3 M, 2B, 2 E
Ktapa 2:

E

N\ v, /

Tletras: 3SM,2B,1E, 1A
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 5 (continuacao):

Ktapa 1: (MAMBEMBE)

8 N, =P}
N\ v, /
7letras: 3 M, 2B, 2 E
Ktapa 2:
K N, = P}
\ v /./ = v

Tletras: 3SM,2B,1E, 1A

2.9 7!
~ 312192

2,1,1 _ 7!
312111 1!
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 5 (continuacao):

Ktapa 1: (MAMBEMBE)

A N, =P¥2? = 7!
\ v / 3! 2! 2!
7letras: 3 M, 2B, 2 E
Ktapa 2:
K N, = P*2 11 2 7!
\ y / S 3120111

Tletras: 3SM,2B,1E, 1A
Resposta: O numero de anagramas de MAMBEMBE

que comecam com vogal sdo N = —;"—‘)'— (l) + 1) = 630.
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 6:

Quantos sido os anagramas da palavra MAMBEMBE
que nao possuem duas ou trés letras M juntas?
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 6:

Quantos sido os anagramas da palavra MAMBEMBE
que nao possuem duas ou trés letras M juntas?

- Jlustracao:

MAMBEMBE, AMBMEMBE sao possiveis anagramas
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 6:

Quantos sao os anagramas da palavra MAMBEMBE
que nao possuem duas ou trés letras M juntas?

- Jlustracao:

MAMBEMBE, AMBMEMBE sao possiveis anagramas

AMMBEMBE, AMMMBEBE nao sdo anagramas
possiveis para o problema
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 6 (continuacao):
Resolucao:

N: numero de anagramas que nao possuem duas ou
trés letras M juntas.
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 6 (continuacao):

Resolucao:

N: numero de anagramas que nao possuem duas ou
trés letras M juntas.

Etapa 1: Consideramos as letras de MAMBEMBE
diferentes de M e calculamos o nimero de

ordenamentos.

Fundamentos Matematicos para Computacio
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 6 (continuacao):

Resolucao:

N: numero de anagramas que nao possuem duas ou
trés letras M juntas.

Etapa 1: Consideramos as letras de MAMBEMBE
diferentes de M e calculamos o nimero de

ordenamentos.

* Observacao: cada ordem das letras A (1 vez), B (2 vezes)
e E (2 vezes) é 1 permutacao com repeticao:

Fundamentos Matematicos para Computacio
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 6 (continuacao):
Resolucao:

N: numero de anagramas que nao possuem duas ou
trés letras M juntas.

Etapa 1: Consideramos as letras de MAMBEMBE
diferentes de M e calculamos o nimero de

ordenamentos.
* Observacéo: cada ordem das letras A (1 vez), B (2 vezes)
e E (2 vezes) é 1 permutacao com repeticao:

n|=1 (ale),n2=2 (32=B),n3=2 (3«;=E),n=5
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 6 (continuacao):
Resolucao:

N: numero de anagramas que nao possuem duas ou
trés letras M juntas.

Etapa 1: Consideramos as letras de MAMBEMBE
diferentes de M e calculamos o nimero de

ordenamentos.

* Observacéo: cada ordem das letras A (1 vez), B (2 vezes)
e K (2 vezes) é 1 permutacao com repeticao:

n|=1 (8,=A),l‘12=2 (32=B),n-;=2 (83=E),n=5
= Conclusao 1: O numero de ordens diferente de
A,B,E,BeE é P. "'
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 6 (continuacao):

Etapa 2: Fixada uma permutacéio de A (1 vez), B (2 vezes)
e E (2 vezes), calculamos as possibilidades de
intercalar nessa permutacao cada M(3).
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 6 (continuacao):

Etapa 2: Fixada uma permutacio de A (1 vez), B (2 vezes)
e E (2 vezes), calculamos as possibilidades de
intercalar nessa permutacao cada M(3).

= [lustracao: K A B B E

| J—
.
~

lugares possiveis para colocar M(3)
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 6 (continuacao):

Etapa 2: Fixada uma permutacio de A (1 vez), B (2 vezes)
e E (2 vezes), calculamos as possibilidades de
intercalar nessa permutacao cada M(3).

= [lustracao: K A B B E

| J—
.
~

Iugu\ros possiveis para colocar M(3)
= Observacoes:
* Para cada permutacdao com repeticdo temos 6 lugares possiveis
para colocar a letra M.
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 6 (continuacao):

Etapa 2: Fixada uma permutacéio de A (1 vez), B (2 vezes)
e E (2 vezes), calculamos as possibilidades de
intercalar nessa permutacao cada M(3).

= [lustracao: K A B B E

L w— "
\
. o

Iugu\rvs possiveis para colocar M(3)
= Observacoes:
* Para cada permutacdao com repeticdo temos 6 lugares possiveis

para colocar a letra M.
* Devemos escolher 3 lugares entre 6 para colocar as 3 letras M
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 6 (continuacao):

Etapa 2: Fixada uma permutacéio de A (1 vez), B (2 vezes)
e E (2 vezes), calculamos as possibilidades de
intercalar nessa permutacao cada M(3).

= [lustracao: K A B B E

| J—
~
~

Iugu\rvs possiveis para colocar M(3)
= Observacoes:
* Para cada permutacdao com repeticdo temos 6 lugares possiveis

para colocar a letra M.
* Devemos escolher 3 lugares entre 6 para colocar as 3 letras M

= Conclusao 2: Fixada uma permutacao de A(1), B(2) e
E(2), temos C(6, 3) maneiras de colocar as letras M(3).
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 6 (continuacao):

= Conclusao do problema:

> " - ' ora .
1 permutacao com repeticao de A, BB e 222, ((6, 3) anagramas

(etapa 2)

Raquel de Souza Francisco Bravo Fundamentos Matematicos para Computacio



Permutacoes com repeticao

Exemplo 6 (continuacao):

= Conclusao do problema:

> " - ' ora .
1 permutacao com repeticao de A, BB e 222, ((6, 3) anagramas

(etapn 2)

) . 2, 2, geram 2,21 i
total de permutacoes com repeticio P, —— P, x C(6,3) = N

1 (P. M)
(etapa 1) 5! . 6!
( 2! 2! 1! 3! 3! )
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Permutacoes com repeticao

Exemplo 6 (continuacao):
= Conclusao do problema:

. " - . ora .
1 permutacio com repeticio de A, B e B2+ (6, 3) anagramas
(etapn 2)

total de permutacoes com repeticao I’ %'L I’ "% C(6,3) = N
(P. M)
(etapa 1)
: 5 . 6!
2! 2! 1! 3! 3!
Resposta:

O numero de anagramas da palavra MAMBEMBE
que nao possuem duas ou trés letras M juntas sao 600.
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Permutacoes com repeticao

Desafio:
Tente resolver o exemplo 6 usando o seguinte raciocinio:

Etapa 1: Calcule o numero de todos os anagramas de
MAMBEMBE (incluindo aqueles em que
aparecem 2 ou 3 letras M juntas), N,.
Ktapa 2: Calcule o namero de anagramas onde
aparecem exatamente duas M juntas, N,.
( MMMABEBE nao é um anagrama desta etapa )

Etapa 3: Calcule o nimero de anagramas onde
aparecem exatamente trés M juntas, N.

Conclusao:
N =N, - N, - N, (pelo principio aditivo)
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